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Sur la théorie des groupes. 
Par ETIENNE GRYNAEUS à Budapest. 
1. La théorie de la structure des .groupes finis est fondée 
par M . E. CARTAN sur la considération des expressions de P F A F F 
qui sont invariantes par les transformations du groupe des para-
mètres. Dans sa Note : „La structure des groupes de transformations 
continus et la théorie du trièdre mobile" ') il développe une méthode 
à former ces expressions de PFAFF en partant des équations finies 
du groupe. Le groupe de transformations donné -étant à r para-
mètres chacun des deux groupes des paramètres r et P laisse 
invariantes r expressions de P F A F F . En les désignant respective-
ment par »•» et t» ( k — \ , . . . , r ) je me propose de faire voir le 
lien étroit qui existe entre les 
î-
ai et les transformations infinitésimales de r , 
k 
>u et les transformations infinitésimales de r . 
A cet effet je suppose que l'on ait, dans un /?„, un groupe 
simplement transitif 
(1) x j = f - ¡ ¡ L - (k=i,...,n). 
qui laisse invariantes n expressions indépendantes de P F A F F 
(2) v* = (udx* (l=\,...,n). 
Pour qu'il soit ainsi, il faut et il suffit, que le groupe prolongé 
l ) Bulletin des Sciences Math., 34 (1910), p 250-283. 
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admette les n invariantes 
i i 
(4) g = axxA (1=1,...,n) 
c'est à dire que l'on ait XPg—O (k, t= 1 , . . n ) . Or on a 
da • № - ' 
w g - f - ^ r » -
1 X*tf„ = 
(5) 




• ' ( ' f ' \ • 
dx? xfaz 
et puisque les xf sont indépendants, on en déduit 
(6) Xk(a„)- dxf1 ax = 0 (k,l,p= ],..., n). 
Or les ax (1= 1 , . . n ) constituent, par hypothèse, n vecteurs 






Oi . a„ 
Dès lors, si l'on désigne par v* (Â = 1 , . . . , n) les mineurs de la 
k 
Ar-ième ligne de A divisés par A, on sait que les 
(7) V* (k=\,...,n) 
constituent un système de n vecteurs contravariants, indépendants 
entre eux et l'on a en particulier 
(8) 
(9) 
v3- üx = 4 
vva0 = e" 
- j, 50 - . ( / * k ou £i = | | selon que | 
Ceci posé, envisageons les n transformations infinitésimales 
00) 
nous allons démontrer que l'on a 
( i i ) (xtvd/=o r u = i , • 
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• • ax-i 
i i 
Xk (Ûm) aM . . 
i 
. O n 
ai 
n 
• • ax-1 
n n 
Xk (a^) aM . 
n 
. an 
i = l • / 4 
6 
Vi &) = ( i ) = - V.« vx & - f j -
k i b > b h ~OX 
D'autre part on a, d'après (8), 
dxv 
et par suite 
donc, d'après (9), 
.dv" 
" "âx 7 " 
i ôv" 
k b k OX" 
dv" dv1 
• et par conséquent (11) devient 
df (Xk V;)/= [ X t W - X t W - j f t r ^ O , 
c. q. f. d. 
Il en résulte,2) que les V,/ (i= 1 n) constituent n 
transformations infinitésimales définissant le groupe réciproque du 
groupe Xkf (k= 1 n) donné. On a donc le théorème. 
2) Voir par exemple : L I E - S C H E F F E R S , Vorlesungen Ober conünuierliche 
Gruppen (Leipzig 1893), p. 444. 
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Si un groupe simplement transitif laisse invariantes les ex-
pressions de P F A F F indépendantes 
i i 
,» = aidxi (t =],..., n) 
et en désignant par Akx (A=\,..n) les mineurs de la k-ième 
ligne du déterminant, différent de zéro, 
A = 
1 i 
a l . • am „ n 
«i • • a „ 
les n vecteurs contravariants 
ï . A 




les n transformations infimtésimales du réciproque du groupe donné. 
Il est à prévoir, que ce théorème admet un réciproque. Nous 
le démontrons de la manière suivante. ' 
Soit V t f = vl (k=l,...,n) le groupe simplement 
transitif, réciproque du groupe simplement transitif 
Alors on a 
i k 
c'est à dire 
( 1 4 ) 
'ôvl 
i dx" 






et désignons par ax (Z—l,.. .,n) les mineurs de la A:-ième ligne 
de V divisés par V. Nous allons démontrer, que les n expressions 
d e P F A F F \ 
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k k 
(» = aidxz (k=\,...,n) 
sont invariantes par les transformations infinitésimales du groupe 
Xkf c'est à dire que l'on a (voir (6)) • 
i a'cX 
an - i ' 
(15) + = 0 (k,l,n=\,...,n). 
A cause de (9) et (8) on peut mettre le premier membre de (14) 
sous la forme suivante 
» 0 V A . • » • 
t" = ?" ~ t r = - V" v* = - v " v* X* (fl„) ; 
k (IX b k OX i b k ox i b 
donc (14) s'écrira 
d? 
i I 
En multipliant par nous obtiendrons 
i l i I b 
a» a>-v" -rbïr + a" a>-v" ^ xk («.«) = 0 
i e x * b 
ou bien 
et ce ne sont que les équations (15), écrites sous une forme un 
peu différente. 
Nous avons donc le théorème suivant, réciproque du pré-
cédent : 
VJ=vz ^ (k= 1, .. ., n) étant le groupe simplement 
transitif réciproque du groupe Xk f = S,z — ( k = 1,.. •, n) sim-
k 
plement transitif, en désignant par ax (¿ = 1,..., n) les mineurs 
de la k-ième ligne du déterminant 
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divisés par V, les n expressions indépendentes de P F A F F 
k k 
«i = axdxi (k=\,..,n) 
sont invariantes par les transformations infinitésimales du groupe X k f . 
2. Remarquons maintenant, qu'étant donné un groupe à r 
paramètres par ses transformations infinitésimales Xxf Xrf 
son premier groupe des paramètres étant F , celui-ci est simplement 
transitif et le second groupe des paramètres r est son réciproque. 
En désignant par 




Ukf— nX da* 
les transformations infinitésimales de JT resp. de P , portant sur 
les paramètres «, nous savons, d'après ce qui vient d'être dit, 
que les Ukf (k = l,...,r) laissent invariantes les r expressions 
de P F A F F indépendentes 
_L _L 
«> — axdccx 
où ax (A= 1 , . . . , r) désigne les quotients par U des mineurs de 
la /-ième ligne du déterminant , 
ui ; ur 
. i- 1 
U1 r u" r r 
De même, Ukf (k= 1 , . . ., r) laisse invariantes les r expressions 
indépendantes de P F A F F 
i i 
">x = axda1 ( l = \ , . . , r ) 
les ax étant formées de la même maniéré que les ax du déterminant 
i / = 
u1 . u' 
1 . 1 
uV . . U' 
r r 
Donc on a le théorème suivant: 
Étant donné un groupe à r paramètres par ses transformations 
infinitésimales X t f , . . . , X r f , ses deux groupes de paramètres étant 
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r et r, aux transformations infinitésimales respectives 
df 
Ukf=u* 
A da* (k=\,...,r). 
Les deux déterminants respectifs, non identiquement nuls 
u1 . 
1 w 1 
II 
là 
u1 . 1 u
r 
1 
u1 : Ur û' . /? 
r r r r 
U= 
permettent chacun de former r vecteurs covariants ax et ax (7= 1 r) 
i ,J_ 
où ax et ax (Â= 1,..., r) désignent les quôtiens des mineurs de 
la l-ème ligne de U resp. de U par U resp. par U. 
Les r expressions indépendantes de P F A F F 
i i 
,„.= axda* (1= 1 r) 
sont invariantes par les transformations infinitésimales du groupe T, 
De même, les r expressions indépendantes de P F A F F 
«> = axdaz (l=\,...,r) 
sont invariantes par les transformations infinitésimales du groupe T. 
En outre : 
1°. La connaissance des transformations infinitésimales de V 
et celle des «> (1= 1,..., r) permet de former les transformations 
infinitésimales du groupe I. 
2°. La connaissance des transformations infinitésimales de r 
t ' 
et celle .des «> (1=1,.. .,r) permet de former les transformations 
infinitésimales du groupe /'. ! 
Ce deux propositions résultent immédiatement de notre pre-
mier théorème. 
(Reçu le 20 septembre 1928.) 
